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ELEMENTEN VAN DE WISKUNDE —

ZE Z1JN NIET MEER WAT ZE VROEGER WAREN
Voordracht, gehouden tijdens het Wintersymposium over
“Elementen van de Wiskunde” georganiseerd door het
Wiskundig Genootschap op 8 januari 1983,

H.J.M. Bos

1. INLEIDING

In het artikel dat het onderwerp voor dit symposium suggereerde,]
stelt Halmos de vraag wat de elementen van de wiskunde zijn, analoog
aan de elementen van de scheikunde., De voorzitter van het W.G. vraagt
mij om daarover een voordracht te houden. Mijn eerste reaktie, als
historicus van de wiskunde, is: de wiskunde heeft dertien elementen,
Elt. I, Elt. IT,..., Elt. XIII; de dertien boeken van Euclides' Fle-
menten, Dat is echter niet wat Halmos bedoelde, dus aarzel ik, Maar
de voorzitter zegt dat ik alle vrijheid heb, en zo ontstaat deze voor-
dracht, waarin ik drie leerboeken van de wiskunde wil bespreken die
alle drie het woord "Elementen" in hun titel hebben en die alle drie
grote invloced hebben gehad of nog hebben.

Mijn doel daarbij is om te laten ziem dat die leerboeken heel
verschillende visies op wiskunde vertegenwoordigen. Zulke visies ver-
anderen dus in de loop der tijden en dat zullen ze wel blijven doen.
De visies die ik zal bespreken zijn ook zeker niet de enige die er ge-
weest zijn maar het waren wel belangrijke en invloedrijke visies.

De drie leerboeken die ik ga bespreken zijn: Fuclides' Elementen,
geschreven % 300 voor Christus, Christian von Wolff's Elementa Mathe-
seos Universae, gepubliceerd rond 1730, en Nicolas Bourbaki's Eldments

de Mathématique, verschijnend sinds 1939,

2, EUCLIDES' ELEMLNTEN

Euclides (im Figuur I zijn portret, een fantasie natuurlijk, maar

wel heel aansprekend) leefde omstreeks 300 voor Christus en werkte in

Alexandrié, waar kort te voren een groot wetenschappelijk centrum was
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Figuur I. Euclides. Figuur II. Euclides' Elementen, manuscript pagina uit 888.
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opgezet; Euclides leidde daar de wiskundige school. Zijn Elementen
zijn een samenvatting van de grondbeginselen van de wiskunde in der-
tien boeken. Figuur II toont een bladzijde uit een van de ocudste ver—
sies die we nu nog van dat boek hebben, een Grieks manuscript dat in
888 n.C. geschreven is en nu in Oxford bewaard wordt. Het manuscript
is er een uit een enorme verscheidenheid van handschriften die er van
de Elementen geweest zijn, in het oorspronkelijke Grieks, in het
Arabisch of in andere oosterse talem, en in het Latijn. Na de uitvin-
ding van de boekdrukkunst werden de Elementen, na de bijbel, het meest
gedrukte boek.,

Figuur ITI toont de eerste pagina van een van de eerste drukken
{(Venetig 1508), Na een korte inleiding, niet van Euclides, begint de
tekst met de eerste definitie: "Punctus est cuius pars non est" ~ een
punt is wat geen delen heeft. Dan de verdere definities, van allerlei
figuren die in de uvitgave ook getekend zijn (ook het punt zonder delen
kreeg een plaatje!). De eerste Griekse tekst-uitgave werd in 1533 ge-
drukt, en er volgden vertalingen in de Westeuropese talen, zoals die
van G, Dou uit 16322 waarin de eerste definitie hollands-huiselijk is
weergegeven: 'een punct is een ondeelbaer stipken" (zie Fig. IV).

De nu waarschijnlijk het meest gebruikte uitgave is de Engelse
vertaling met kommentaar door Th, Heath3 (corspr. 1908). Figuur V
toont de 47e stelling uit boek I in die editie, direkt herkenbaar
aan de figuur, het is de stelling van Pythagoras. De stelling wordt
geformuleerd in de meetkundige stijl typerend voor de gehele Griekse
wiskunde: de vierkanten op de rechthoekszijden zijn samen gelijk aan
het vierkant op de hypothenusa (en dus niet algebraisch geformuleerd:
de zijden a,b en ¢ voldoen aan 32 + b2 = cz).

De tekst-pagina uit Heath's editie illustreert ook de strakke
stijl van wiskundig redeneren die Euclides aanhoudt. De behandeling
van de stelling begint met de uitspraak (protasis); dan volgt de
uitleg (ekthesis) die de betreffende figuur beschrijft; dan, na de
woorden "ik zeg dat", de precizering (diorismos) waarin geformuleerd
wordt wat de stelling over de figuur zegt; dan de hulpkonstruktie
(kataskeug) waarin de hulplijnen in de figuur worden gekonstrueerd;
dan het bewijs (apodeixis), met terugverwijzingen naar eerder be-

wezen stellingen en axioma's en met vele tussenstappen ("therefore™
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Figuur III. Euclides' Elementen, gedrukte pagina uit 1508,
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Figuur V. Elt, I - 47 uit Heath's editie van de Elementen.

Figuur IV. Euclides' Elementen, pagina's uit Dou's editie 1632.
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"hence" etc.); en tenslotte de konklusie {symperasma) die bestaat uit
cen woordelijke herhaling van de uitspraak, voorafgegaan door "dus"
en besloten met "hetgeen te bewijzen was" (Heath laat dit gedeelte
weg). Met geringe wijzigingen en toevoegingen gebruikt Euclides steeds

5 a8 . . EUCLIDES El
dit schema voor de bewijzen van de stellingen en de oplossingen van Boegmenten

Inhoudsoverzicht
de problemen.
Met de stelling van Pythagoras zijn we aan het eind van het eer- Boeken I-VI: Vlakke meetkunde
ste boek der Elementen gekomen; in Figuur VI is een overzicht van het I: grondbegrippen, driehoeken, oppervliakte,
hele werk gegeven. Het blijkt dat in Euclides' visie de Elementen van stelling van Pythagoras
; de wiskunde omvatten: vlakke meetkunde, teorie van grootheden en II: ‘“"geometrische algebra"

verhoudingen, getalteorie, teorie van irrationale verhoudingen, en ITI: de cirkel

. N .. . . IV: in- en omgeschreven re ige.
stereometrie, in het bijzonder de stereometrie van de vijf regelma-— c LA

veelhoeken

tige veelvlakken. Het overgrote deel van deze grondbeginselen der

V: grootheden en verhoudingen (inkl.
wiskunde was al vé6r Euclides bekend; zijn bijdrage is vooral de or- e .
dening van de teorieen en de redaktie ervamn in de bovengeschetste Vi: vwverhouding van figuren, gelijkvormigheid
strakke stijl. Het boek moet vrij snel eerder geschreven grondbegin- Boeken VII-IX: Getalteorie
selen van de markt verdrengen hebben en het heeft voor meer dan 2000 VII: deelbaarheid, priemgetallen
jaar het gezicht van de wiskunde bepaald; het meetkunde onderwijs VIII: meetkundige rijen
is zelfs tot ver in de huidige eeuw essentieel Euclidisch van stijl IX: meetkundige rijen, even en oneven.

gebleven. volmaakte getallen

Boek X: Speciale irrationale verhoudingen
Boeken XI-XIII: Sterecmetrie

Waarom nu déze keuze van Elementen der wiskunde bij Euclides?
Euclides zelf geeft geen motivatie, hij valt met de deur in huis:

XI: elementaire stereometrie

n o "
een punt is wat geen delen heeft"... en als we een veel verteld XII: pyramide, kegel, bol

verhaal over hem mogen geloven, kon hij op vragen over het waarom XIII: regelmatige veelvlakken
knorrig reageren. Een leerling die na de eerste stelling vroeg "wat
levert het me op dit te leren?", kreeg te horen: "geef hem maar wat

geld want hij wil verdienen met wat hij 1eert!“.4

Figuur VI,
3. PROCLUS

In de strakke stijl van de Griekse wiskunde past weinig uitleg
van motivatie. Pas bij een veel latere schrijver, namelijk Proclus
(ca.410-485), vinden we expliciet een visie geformuleerd over het
waarom van Euclides' Elementen. Het is zeker niet de enige visie die

onder Griekse wiskundigen bestaan heeft; het is wel een belangrijke

visie die, met name in de Renaissance en de 17e eeuw, grote invloed
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heeft gehad.

Proclus was een filosoof, een van de laatste in de antieke tra-
ditie. Hij was leider van de Academie in Athene, de filosofische
school die door Plato meer dan 700 jaar te voren gesticht was en die
kort na Proclus, in 529 door keizer Justinianus ontbonden zou wordemn.
Proclus was een neo-Platonist, dat wil zeggen dat hij tot een filo-
sofische stroming behoorde die Plato's filosofie kombineerde met een
interesse in (Egyptische, Griekse en algemeen Oosterse) religie en
magie, en met een zeer precieze stijl van redeneren. Proclus paste
daarin goed: hij was een diep religieus man en zeer helder en ge-
disciplineerd denker.

Proclus schreef een kommentaar op het eerste boek van Euclides'
Elementen. Hij legde daarin uit wat Elementen zijn: het zijn stellin-
gen waarop andere stellingen worden gebaseerd, dit echter ruim
genomen. Men kan dus zeggen: basisteorieén voor de wiskunde. Op de
vraag waarom Euclides precies deze teorieén opnam in zijn Elementen
geeft Proclus een speciaal antwoord: het is precies de stof die nodig
is voor het begrip van de regelmatige veelvlakken, die dan ook het
sluitstuk van het boek vormen. Die regelmatige veelvlakken (tetraéder,
octogéder, kubus, dodekagder, ikosaéder) zijn van groot belang in
Plato's leer over de natuur en de elementen waaruit die natuur is ge-

vormd; ze worden dam ook vaak de "Platonische lichamen” gencemd.

Proclus vermeldt overigens ook dat andere wiskundigen aan de
rol van de regelmatige veelvlakken in Buclides' Elementen niet zo'n
grote betekenis hechten, zij menen dat de stof gekozen is om een goede
propaedeuse te vormen, ter voorbereiding op de hogere wiskunde, die

ondermeer gaat over kegelsneden en infinitesimaalrekening.
Proclus gaat uitvoerig in op de vraag: Waarom wiskunde? Zijn ant-

woord is: wiskunde brengt de mens dichter bij hogere zijnsvormen en
hogere kennisvormen. Die mening past in de (neo-) Platonische filoso-
fie. Daarin worden namelijk verschillende zijnsvormen, en verschillen-
de manieren waarop men die zijnsvormen kan kennen, onderscheiden. De
hoogste zijnsvorm is die van de enkelvoudige onsamengestelde, ondeel-
bare, onveranderlijke en immateriéle substantie. Hieronder vallen de

"ideeZn" en de 'vormen"; het hoogste idee is dat van "het goede". De

kennisvorm die daarbij hoort, dat wil zeggen de manier waarop men de
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ideeén en vormen kan kennen, is het direkte kennen door de ziel. Men
moet zich daarbij een bijna mystiek kennen, een schouwen door de ziel
voorstellen. De filosoof en de gelovige streven naar deze kennisvorm,
die overigens heel moeilijk te bereiken is. De laagste, of de gewone
zijnsvorm is die van de materi&le, deelbare, complexe en bewegende
substantie die we aantreffen bij natuurlijke verschijnselen, De ma-
nier waarop we deze kunnen kennen wordt omschreven als opinie, ver—
moeden, geloof; er is dus geen zekerheid in deze kennisvorm.

Het belang van de wiskunde, nog steeds volgens Proclus, is nu
dat de zijnsvorm der wiskundige dingen, en de kennis die de wiskun-
dige daarvan heeft, tussenvormen tussen de beide gencemde uitersten
zijn. De wiskundige substantie, dat waaruit wiskundige dingen (figu-
ren, getallen) bestaan, is weliswaar complex, dus niet ondeelbaar,
maar wel immaterieel en exact. De wiskundige kennis is weliswaar
niet direkte kenmnis, maar wel meer dan louter vermoeden; het is be-
grijpen, beredeneerd verstaan. Proclus zegt het zo: de dingen die
de wiskundige bestudeert zijn "in het voorportaal van de primaire
vormen", en de studie van de wiskunde is dus voorbereidende cefening
voor het kennen van de hoogste zijnsvorm.

Hier kan ik het best Proclus zelf aan het woord laten:

"Want de schoonheid en ordening van het wiskundig redeneren, en

het blijvende en standvastige karakter van deze wetenschap bren-
gen ons in kontakt met de kenbare wereld zelf, en plaatsen ons

met zekerheid in de gemeenschap met dingen die altijd vast zijn,

altijd stralend met goddelijke schoonheid en altijd in dezelfde
onderlinge relaties,n”

"Wij moeten daarom vastellen dat de wiskundige kennis, en het
inzicht dat er het resultaat van is, verkiesbaar zijn om zich-
zelf, niet omdat zij voorzien in menselijke behoeften. Als wij
het nut ervan moeten relateren aan iets wat er buiten ligt, dan
moet dat zijn het intellektuele inzicht waartoe het bijdraagt.
Want wiskunde leidt tot zulk inzicht en bereidt ons voor door
het ocog van de ziel te reinigen en de belemmeringen weg te nemen

die de zintuigen vormen voor onze kennis van het geheel der din-
gen."
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Het nut van de wiskunde ligt dus, volgens Proclus, niet in de
toepassingen. Hij weet natuurlijk wel dat er toepassingen zijn; hij
vermeldt ook dat sommige mensen menen dat daar juist w&l het nut van
wiskunde ligt, maar voor hem ligt het belang van de wiskunde op spi-
ritueel vlak. Het gaat hem daarbij overigens niet in eerste instantie
over de inhoud van de wiskundige stellingen en teorieén, maar vooral
om het redeneren zelf; hij spreekt van de "schoonheid en ordening van
het wiskundig redeneren"., Dat sluit overigens aan bij een heel beken-
de ervaring over wiskunde: wat je ervan bij blijft is niet zozeer wat
je bewezen hebt, maar wel dit je iets bewezen hebt.

Toch komt het misschien als een wat wonderlijke denkwereld over,
die ideeén van Proclus. Laten we zien of er zo'm 1300 jaar later ver-

andering is opgetreden.
4. WOLFF'S ELEMENTA MATHESEOS UNIVERSAE

Christian von Wolff (figuur VII toont zijn portret) leefde van
1679 tot 1754, en werkte dus in de eerste helft van de achttiende eeuw.
Daaraan was de zeventiende eeuw voorafgegaan; een heel belangrijke
eeuw voor de wiskunde, want toen werden de analytische meetkunde en
differentiaal- en integraalrekening ontwikkeld. De wiskunde, in elk
geval de geavanceerde wiskunde werd een zaak van algebralsche en ana-
lytische formules en berekeningen; voordien was het vooral een zaak
geweest van meetkundige figuren en argumenten,

Op het portret ziet Wolff eruit als een bezadigde geleerde; je
stelt je daarbij niet makkelijk voor dat er om zijn figuur politieke
stormen zijn geweest die zd hoog gingen dat hij zelfs verbannen werd,
Maar zo was het wel. In 1706 was hij in Halle als professor in de wis~-
kunde benoemd. In zijn kolleges verdedigde hij met grote nadruk de
ideeén van het rationalisme: de mens kan op zijn eigen verstand ver-
trouwen, hij kan daarmee de natuur, de wereld doorgronden, ja zelfs
kan hij een rationele theologie ontwikkelen en zo tot inzichten komen
over God zelf. Dat ging velen te ver; waar was plaats voor geloof en
voor openbaring als pijlers van de religie {(en van de kerk, en van

de maatschappij)? De strijd werd hoog gespeeld; in 1723 overtuigden

Wolff's tegenstanders de vorst, koning Friedrich Wilhelm I; Wolff
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Figuur VII. Christian von Wolff.
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werd ontslagen en uit Pruisen verbannen. Hij ging naar Marburg en
werd steeds beroemder; de volgende koning riep hem naar Pruisen terug.
Die koning was Friedrich der Grosse die niet zo onder de indruk van
theologisch-filosofische ruzies was; in zijn rijk mocht "ein jeder
nach seiner Fasson selich werden'.

Wolff was beroemd geworden om zijn gedegen en zeer uitvoerige
wetenschappelijke werken. Erg oripgineel was hij daarin niet, maar hij
gaf wel heel goed geordende en volledige overzichten van wetenschap-
pelijke kemnis. Dat deed hij ook voor wiskunde, en zijn belangrijkste
wiskundige werk is het boek dat ik hier wil bespreken, de Elemenia
Matheseos Universaey, grondbeginselen van de gehele wiskunde. Een
eerste versie van dat boek verscheen in 1713-1715, daarna kwamen er
vele nieuwe uitgaven en vertalingen. De uiteindelijke versie bestond
uit vijf dikke delen; Figuur VIIT geeft de titel-pagina van de "nieuw-
ste editie” van deel I uit 1742, de bijbehorende delen II-V waren al
verschenen in 1733-1741.

Wolff's idee over wat tot de Elementen van de wiskunde behoort
was totaal anders dan dat van Euclides (verg. in Fig. VIII en IX de
lijst van onderwerpen zoals die op de titelpagina's van de delen voor-
komt). Deel I bevat eerst een stuk over de wiskundige metode, en dan
verhandelingen over rekenkunde, meetkunde, vlakke driehoeksmeting, ana-
lyse van eindige grootheden (d.w.z. algebra en analytische meetkunde)
en analyse van oneindige grootheden (d.w.z. differentiaal- en inte-
graalrekening). Dat lijkt nog heel herkenbaar als keuze van basis-
teorieén van de wiskunde. Maar dan komt deel II met mechanica, stati-
ca, hydrostatica, teorie van luchtdruk en vloeistofmechanica. Vervol-
gens deel IIL: optica, perspektief, optica van spiegels en lenzen,
meetkunde van de bol en boldriehoeksmeting en astronomie, zowel be-
schrijvend als fysisch. Deel IV bevat geografie, hydrografie, tijd-
rekening, zonnewijzers, techniek van springstoffen, militaire en bur-
gerlijke bouwkunde., Tenslotte deel V met een lange verhandeling over
wiskundige literatuur, een stuk over juiste manier om wiskunde te
leren en vele indices.

Toepassingen vallen dus wel onder de wiskunde zoals Wolff die

ziet, en ook in het eerste deel is zijn stijl heel wat minder strak

teoretisch dan die van Euclides. In het meetkunde deel bespreekt Wolff
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ELEMENTA

MATHESEOS
UNLVERSZE.

TOMUS 1
QuI

COMMENTATIONEM

METHODO MATHEMATHICA,

ARITHMETICAM, GEOMETRIAM,
TRIGONOMETRIAM PLANAM, ET ANALYSIN
TAM FINITORUM, QUAM INFINITORUM
COMPLECTITUR.

AUTORE

CHRISTIANO WOLFIO,

POTEN_TISSI'MI BORVSSORUM REGIS CONSILIARIO INTIMO,
FRIDERICIANXE PRO-RECTORE ET PRO-CANCELLARIO, JURIS NATURE
ET GENTIUM ATQUE MATHEMATUM PROFESSORE CEDINARIO, PROFES-
SORE PETROPOLITANG HONORARIO, ACADEMIE REGLE SCIENTIA-
RUM PARISINE SOCIETATUMQUE REGIARUM BRITANNIGE
ATQUE BORUSSICEZ MEMBRO.

EDITIO NOVISSIMA
MULTO AUCTIOR ET CORRECTIOR.
CUM PRIVILEGIIS.

HALZ MAGDEBURGICE,
PROSTAT IN OFFICINA LIBRARIA RENGERIANA

ANNO MDCCXL1L

Figuur VIII. Wolff's Elementa.
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TOMUS IL

QUi
MECHANICAM CUM STATICA,
HYDROSTATICAM, AEROMETRIAM

ATQUE HYDRAULICAM
COMPLECTITUR.

TOMUS III,

OPTICAM, PERSPECTIVAM,
CATOPTRICAM, DIOPTRICAM, SPH/ZE-

RICA ET TRIGONOMETRIAM SPHARICAM ATQUE

ASTRONOMIAM TAM SPHARICAM,
QUAM THEORICAM COMPLECTITUR.

TOMVS 1V,

GEOGRAPHIAM CUM HYDRO-

GRAPHIA, CHRONOLOGIAM,
GNOMONICAM, PYROTECHNIAM,

ARCHITECTVRAM MILITAREM ATQVE
CIVILEM COMPLECTITUR.

TOMYVS V.
QI
COMMENTATIONEM

DE PRECIPUIS

SCRIPTIS MATHEMATICIS

COMMENTATIONEM
STUDIO MATHEMATICO

RECTE INSTITUENDO

ET
INDICES IN TOMOS.
QUINQUE MATHESEOS

UNIVERSE CONTINET,

Figuur IX. Wolff's Elementa.
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ook het praktische gebruik van de teorie. Figuur X geeft daarvan een
voorbeeld: het meten van de afstand tussen twee ontoegankelijke pun-
ten. Netjes in punten verdeeld, legt Wolff uit hoe je de afstand
tussen molen en kerk aan de overzijde van de rivier met behulp van
het landmetersbord kunt bepalen: Plaats het bord in € met cd gericht
naar D: trek ca gericht naar de molen A en cb gericht naar de kerk B.
Loop dan naar D, richt dc naar € en trek da gericht naar de molen

en db gericht naar de kerk. Zo ontstaat een kaart op het bord en de
schaal daarvan 1is te bepalen omdat afstand CD gemeten kan worden.

Dus kunnen we de afstand AB op de kaart aflezen.

In Figuur XI staan plaatjes uit Wolff's behandeling van perspek-
tief, vloeistofmechanica, militaire en civiele bouwkunde. Ze geven
goed de praktische stijl van het boek weer

Wat was nu de samenhang van al deze onderwerpen; wat was de re-—
den van dezé keuze van Elementen der wiskunde? Ten dele volgt Wolff
het idee van wiskunde zoals dat in de l6e en i7e eeuw gegroeid was:
wiskunde is de leer van grootheid en getal. Het vak bestaat uit zui-
vere wiskunde, waar getal en grootheid abstrakt beschouwd worden, en
"semengde wiskunde" ("mathesis mixta") waar getal en grootheid be-
studeerd worden zoals zij in natuur of praktijk voorkomen. Maar er
zit meer achter Wolff's keuze der onderwerpen. De behandelde onder-
werpen tonen namelijk de kracht van de wiskundige metode. Die metode
is erg belangrijk voor Wolff, hij schrijft er uitgebreid over in het
voorwoord en in het laatste deel. Het essentigle van de wiskundige
metode, zegt Wolff, is dat men eerst de begrippen die men hanteert
zeer zorgvuldig expliciet definieert, dat men dan de veronderstellin-
gen ook expliciet als postulaten formuleert, en dat men vervolgens
geordend en logisch uit definities en postulaten stellingen afleidt
en problemen formuleert en oplost. Erg diepzinmig is dat niet, maar
voor Wolff staat derze metode centraal in zijn rationalistische over-—
tuiging van de zelfstandige kracht van het menselijk verstand. De
metode is namelijk, zegt hij, overal toepasbaar. En daarmee is ons
verstand in staat om buiten de zuivere wiskunde, dus in natuurkunde,
astronomie, maar ook in politiek en theologie, zelfstandig zekerheid

te verwerven, de waarheid te vinden. Wolff zegt:
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"Voor mij is geen doel belangrijker dan dat door de wiskundige
studie het intellekt vervolmaakt wordt zodat het mogelijk wordt
om met dat intellekt zekere kennis buiten de wiskunde te ver—
krijgen."

Soms doet die toepassing buiten de wiskunde wel wonderlijk aam,
bij voorbeeld in het vierde deel over springstoffen (zie Figuur XII).
Inderdaad zien we daar Wolff geheel volgens voorschrift te werk gaan:
eerst een lange lijst definities, een granaat in nr. 3, pyrotechnische
regen in nr. 5, een brandbom in nr. 10 en zelfs een stinkbom in nr.
13. Dan volgt het probleem: "bombam parare”, een bom te maken; en
puntsgewijs wordt dan inderdaad uitgelegd hoe dat moet.

We zien dus een groot verschil tussen Fuclides' keuze van Ele-—
menten, en die van Wolff, namelijk de duidelijke aanvaarding van toe-
passingen als onderdeel van de wiskunde. Dat is kemmerkend voor de
17e~ en 18e- eeuwse wiskunde; men kan zelfs zeggen dat voordien en
daarna de wiskunde nooit meer zo breed is geweest. Maar er is ook een
overeenkomst tussen de visies van Wolff en Euclides en Proclus op
wiskunde: het gaat eigenlijk niet primair om de inhoud van de stellin-
gen, maar om de metode en om de stijl, die ons in staat stelt zelf

dichterbij zekerheid en waarheid te komen.
5. BOURBAKI'S ELEMENTS DE MATHEMATIQUE

Tets meer dan tweehonderd jaar na Wolff treffen we ons derde Ele-
menten boek aan, de Eléments de mathématique van Nicolas Bourbaki.9
Van Bourbaki kan ik geen portret laten ziem. "Bourbaki is namelijk
ecen pseudoniem voor een groep Franse wiskundigen. Die hebben zelf een
paar heel mooie verhalen verspreid over waarom ze die naam gekozen
hebben, maar die zal ik hier niet herhalen want ik denk dat ze bij
velen bekend zijn,

In elk geval schreef de groep Elementen van de wiskunde, en ze
kozen de titel heel nadrukkelijk met de pretentie net zo iets te doen

als Euclides indertijd. Het werk bestaat uit apart verschijnende delen
en hoofdstukken. Het eerste deeltje verscheen in 1939 (zie Figuur XIII);

het werk is nu nog niet voltooid en veel van de verschenen delen zijn

inmiddels al een aantal malen herzien en herdrukt. Voor bibliografen
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ACTUALITES SCIENTIFIQUES ET INDUSTRIELLES

846
ELEMENTS DE MATHEMATIQUE

PAR

N. BOURBAKI

PREMIERE PARTIE

LES STRUCTURES FONDAMENTALES DE L'ANALYSE

(FASCICULE DE RESULTATS)

3

PARIS
HERMANN & C¢ EDITEURS

6, Rue de la Sorbonne, 6

1939

Figuur XIII. Bourbaki's Kléments, eerst verschenen deel.
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N. BOURBAKI, Eléments de Mathématique (19395-...)

Inhoudsoverzicht
150 Verzamelingen
o.m: strukturen algemeen, N, Z
II: Algebra
o.m: lineaire algebra, polyncmen, lichamen
III: Algemene topologie
o.m: topologische groepen, R, Rr" , C
IV: Funkties van een re2le veranderlijke
o.m: afgeleide, integraal, Taylor-ontwikkeling
Vi Topologische vektorruimten
o.m: Hilbert ruimten
VI: Integratie
o.m: maatteorie
(K}: Lie-groepen en Lie-algebra's
(L): Kommutatieve algebra
o.m: modulen
(M) Spektraalteorieén

Figuur XIV .
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is het werk een nachtmerrie.

Wat is nu Bourbaki's visie op Elementen? Dat kan ik het best
illustreren met een overzicht van de inhoud (zie fig. XIV). Het werk
bestaat uit boeken, ieder verdeeld in hoofdstukken. De apart ver-
verschijnende deeltjes (gemiddeld zo'n 100 pagina's groot) bevatten &an,
twee of drie hoofdstukken. Boek I bevat de teorie van verzamelingen
en strukturen in het algemeen, verder de natuurlijke getallen N en
de gehele getallen Z . Boek IT is algebra, met algebraische strukturen
in het algemeen, lineaire en multilineaire algebra, polynomen, licha-
men, modulen, kwadratische vormen en homologische algebra. Boek III
gaat over algemene topologie; topologische strukturen, topologische
groepen, de reéle getallen R, de ruimten R" en P » de komplekse
getallen € en funktieruimten. Boek IV behandelt funkties van een
reéle veranderlijke; afgeleide en integraal, differentiaalvergelij-
kingen, Taylor ontwikkelingen en de I'-funktie. Boek V gaat over topo-
logische vektorruimten en Hilbertruimten. Boek VI behandelt inte=-
gratie, maatteorie, Lp—ruimten, vektoriéle integratie en de Haarmaat.
Dan zijn er nog drie boeken die geen nummer hebben gekregen, een over

Liegroepen en Liealgebra's, een over kommutatieve algebra en een
over spektraalteorieén.

Wel, een groter kontrast met Euclides en Wolff is nauwelijks
denkbaar. De toepassingen, die bij Wolff zo'nm grote plaats innamen,
zijn allemaal weg. Dat is niet iets speciaals van Bourbaki; het is
een negentiende-eeuwse ontwikkeling. In die periode is de universi-
taire zuivere wiskunde gecreferd als teoretisch geheel zonder veel
direkte verbinding met toepassingen. W&l speciaal van Bourbaki is de
indeling. De oude verdeling van de wiskunde in meetkunde, algebra,
analyse en de rest vinden we niet terug. Dat is een heel bewuste
keuze geweest en er zit een verhaal achter dat begint in de Franse
wiskundige wereld van de 1920"er en 30'er jaren. Een van de toen
jonge wiskundigen, Dieudonné, die later ook de Bourbaki groep mee
heeft opgericht, schrijft over zichzelf en zijn leeftijdgenoten-wis-
kundigen als een "vaderloze generatie".lo De vorige generatie, die
hun leermeesters had moeten zijn, was in de corlog naar het front

gestuurd en grotendeels niet terug gekomen. Dus kregen ze onderwijs

van hun "grootvaders", goed, gedegen onderwijs, maar dertig jaar
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achter. In Duitsland was dat anders; daar was, vooral in Gottingen,
de wiskunde na de oorlog smel weer opgebloeid; de modernisering, be-
gonnen door Dedekind, Hilbert en vele anderen, was voortgezet: Artin
en Emmy Noether ontwikkelden er de axiomatische metode in de wiskunde
verder. Een jonge Nederlandse wiskundige, van der Waerden, was ook
naar Gottingen gekomen, en hij vatte al dat nieuwe samen in zijn be-
roemde (Duitse) boek Moderme Algebra dat in 1930-31 verscheen,

Door dat boek, en door bezoeken aan Duitse universiteiten kregen
de jonge Franse wiskundigen te zien hoever ze achter waren geraakt en
wat er werkelijk gaande was. Er was een nieuwe en heel succesvolle
aanpak van de algebra ontstaan: de "axiomatische metode". Algebra
werd gezien als de teorie van strukturen: verzamelingen met operaties
vastgesteld door axioma's, zoals groepen, ringen, lichamen, modulen
etc. Die aanpak had veel nieuwe resultaten opgeleverd en er was op
cen overtuigende manier eenheid gebracht in de algebraische teorie.

Na de eerste schok reageerden de jonge Franse wiskundigen met
enorm enthousiasme. Dit was de beste manier om wiskunde te beschrijven:
alle wiskundige teorieén met behulp van de axiomatische metode op-
bouwen vanuit de verzamelingenleer. Het idee ontstond om een boek
over analyse in deze stijl te schrijven, al gauw bleek dat de nieuwe
opzet de hele wiskunde moest omvatten. Men werd gekonfronteerd met
het probleem van indeling en koos voor een radikale oplossing. Meet-
kunde, algebra en analyse waren achterhaalde afgrenzingen; het sleu-
telbegrip voor de nieuwe aanpak, strukturen, moest ook de nieuwe in-
deling leveren. De eenvoudigste strukturen zijn: algebraische struk-
turen (met bewerkingen +, X of andere), ordenings-strukturen (met de
relatie <) en topologische strukturen (met een limiet begrip). Alle
andere strukturen ontstaan door kombinaties van deze. Eerst moeten
dus de basisstrukturen behandeld worden, daarna de samengestelde
Dat is dan ook in grote lijnen de opbouw van de éléments, en een van
de gevolgen ervan is dat zulke vertrouwde onderwerpen als reéle ge-
tallen en redle funkties pas laat aan de orde komen, in boek III
en IV. En de meetkunde? Die is helemaal verdwenen, het is immers, zo-—
als een der Bourbakisten schreef, "algemeen bekend dat euclidische

meetkunde een speciaal geval is van de teorie van hermitesche opera-
11

toren in Hilbertruimten".
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Met dit enthousiasme en met deze radikale ideedn ging men aan het
werk; de indeling werd gepland, er waren eindeloze groepsdiskus-—
sies; het eerste deeltje verscheen in 1939. Gedurende de oorlog ver-
schenen er nog drie deeltjes en vanaf ca. 1950 kwam de onderneming
goed op gang. De boeken verschenen overigens niet in de logische
volgorde; van boek I was er tot 1959 slechts een samenvatting gepu—
bliceerd, terwijl toen de boeken II, III, IV en V ieder al voor meer
dan de helft gepubliceerd waren.

Bourbaki's Eléments hadden na de oorlog een enorme invloed op
stijl, denkwijze en onderzoeksrichting in de wiskunde. De "Bourbaki~-
visie" op wiskunde werd dan ook met grote overtuiging gepropageerd.
Ik kan dat het beste illustreren met een aantal citaten uit artikelen

van voorvechters van de nieuwe richting. Gustave Choquet schreef in
1963:

"Wan nu af aan is er voor Bourbaki nog maar één wiskundé, en het

es§entiéle gereedschap bij deze ontwikkeling naar eenheid is de
axiomatische metode." I+

Bourbaki zelf zegt:

TMen zou dus kunnen zeggen dat de axiomatische metode niets anders
is dan het "Taylor systeem" van de wiskunde."
Hij verwijst daarbij naar de teorien van de Amerikaan F.W. Taylor
(1860-1938) over verbetering van de industri&le produktie door ratio-
nalizering van het produktie proces (lopende band systeem etc.). De
beeldspraak past in de tijd van wederopbouw na de oorlog en geloof im

ekonomische groei met Amerika als voorbeeld. Bourbaki ziet de wiskup—
de ook als

T een grote stad, waarvan de buitenwijken op een wat chaoti-
sche manier groeien op het omliggende terrein, terwijl het cen-
trum regelmatig vernieuwd wordt, iedere keer volaens een duide-
l}qker plan en een meer majestueuze ordening, wa;rbij de oude
wijken met hun doolhoven van stegen worden neergehaald om hoofd-
wegen naar de buitenwijken aan te leggen die steeds direkt
breder en gemakkelijker worden." 14 "

Het is opvallend hoe gedateerd deze beeldspraak is; ik denk dat
wij intussen te veel oude stadswijken hebben zien verdwijnen en te

veel betonnen flatwijken rond onze steden hebben staan om makkelijk
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overtuigd'te worden van het vooruitgangsgeloof dat in de 50'er en
vroege 60'er jaren met deze beeldspraak ondersteund werd.

Maar de boodschap was duidelijk genoeg: de wiskunde gefundeerd
op het begrip verzameling; het doel: de studie van strukturen, het
middel: de axiomatische metode. De Eléments de mathématique vormden
het voorbeeld van die visie en de bijbehorende stijl, en dat voor-
beeld heeft een enorme invloed gehad op een hele generatie wiskundi-
gen. Dat wil niet zeggen dat er geen kritiek was op de Bourbakisti-
sche visie. Er werd vaak bezwaar geuit tegen de strakke, abstrakte,
monolythische opbouw van de wiskunde. En vooral toen de ideeén in
het onderwijs doordrongen, via de "New Math" en de invoering van
verzamelingenteorie in het wiskunde leerplan, is er veel kritiek ge-
weest, Die kritiek heeft wel effekt gehad. In 1963 schreef Choquet
nog:

"Onze leerlingen moeten er zo snel mogelijk aan gewend worden te
denken in termen van verzamelingen en operaties, zij moeten al
vroeg de taal en de algebra van verzamelingen kunnen gebruiken,
(<) vele ervaringen hebben geleerd dat kinderen graag daarvan
gebruik maken.'!3

Maar bijna twintig jaar later klinkt een ander geluid (overigens ge-

formuleerd met dezelfde vanzelfsprekendheid en overtuiging)

PEr is geen sprake van dat Bourbaki ooit opinies heeft gegeven
over de mogelijkheid of de wenselijkheid om de begrippen die be-
schreven zijn in het boek op een lager niveau in te voeren, en
zeker niet op lagere of middelbare scholen. Mensen die dit soort
aberraties voorstellen hebben meestal, zacht gezegd, een povere
kennis van moderne wiskunde."16

Dat was Dieudonnd in een voordracht uit 1982 over het werk van Bour-

baki.
6, ELEMENTEN, STLIJL EN ONDERWILIJS
Elementen-boeken geven dus aanleiding tot diskussie. Het is be-

langrijk om dat op te merken want op het eerste gezicht lijkt er

weinig strijd mogelijk over boeken waarin de basisteorieen van de wis-—

kunde worden opgeschreven. Maar we hebben aan de voorbeelden gezien
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dat de Elementen steeds werken als kodifikaties van zekere stijlen
van wiskunde, en daarmee van de speciale visies op wiskunde die achter
die stijlen verborgen zitten. Steeds, we hebben het ook bij Bourbaki's
Fléments gezien, gaat het niet in de eerste plaats om de inhoud van

de basisteorieén, maar om de stijl die daarmee wordt vastgelegd en
gepropageerd.

Zulke stijlen werken door in het onderwijs — ze zijn tenslotte
vastgelegd in basisboeken, en daarop worden weer, bewust of minder
bewust, leerboeken gebaseerd. Maar de achtergronden van die boeken,
de redenen waarom voor een bepaalde stijl gekozen wordt, de visies
op wiskunde die erbij meespelen en de diskussies voor en tegen deze
visies — al deze dingen dringen meestal niet of nauwelijks in het on-
derwijs door. En dat is jammer, want daardoor lijken de Elementen
van de wiskunde zo onwrikbaar vast te liggen. Euclides' Elementen
hebben eeuwen lang gegelden als de onveranderbare basis voor wiskunde.
Of Wolff's Elementa ock zo gezien zijn weet ik niet, ik denk niet in
die mate. Maar voor vele wiskundigen hebben Bourbaki's Eldments toch
wel enige tijd gegolden als het vaste, afdoende antwoord op de vraag
wat wiskunde werkelijk is.

Wat ik heb willen laten zien is dat achter zulke schijnbaar on—
wrikbare wiskundige bouwwerken visies op wiskunde zitten, dat die vi-
sies in de loop der tijden veranderen, dat daarmee ook de wiskundige
stijlen veranderen en dat daarover diskussie wordt gevoerd. Ik geloof
dat het goed is als ook in het onderwiis de wiskunde niet als onwrik-
baar vast en onveranderlijk wordt gepresenteerd. En als daartoe zulke
historische verhalen over Elementen der wiskunde als ik nu verteld
heb kunnen bijdragen, dan heeft de studie van de geschiedenis van de
wiskunde ook zijn nut voor de huidige wiskunde ~ en daar wil ik mijn

gehoor altijd graag van overtuigen.
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Lijst van figuren

II.

I1I.

Iv.

VI.

VII.

VIII.

IX.

XT.

XII.

XIII.

LIV,

Euclides, relief door Andrea Pisano aan de Campanile van de Dom
in Florence, ca. 1340. Illustratie uit MEYERS Enszyklopedisches
Lextkon s.v. "Euklid".

Pagina uit een manuscript van Euclides Elementen uit 888. Het be-
treft boek III prop. 4. Illustratie uit Heath's Fuclid (zie

noot 3), frontispiece.

Eerste pagina uit de editie Venetié 1508 van de Latijnse ver-

taling van de Elementen.

Titelpagina en begin van de tekst uit Dou's Euclides-uitgave
1632 (zie noot 2).

Elem, I 47, de stelling van Pythagoras, in de vertaling van Heath
(BEuclid, zie noot 3, I pp. 349-50). De aanduiding van de onderde-

len in de marge heb ik toegevoegd.
Tabel, overzicht van de inhoud van Euclides' Elementen.

Christian von Wolff (1679-1754), frontispiece van Elementa (zie
noot 7) 1.

Wolff's Elementa, 1, titelpagina.

Inhouden van Wolff's Elementa 2-5; kollage van gedeelten van de

titelpagina®'s van die delen.

Gedeelte van plaat 4 bij het hoofdstuk Geometrie uit Wolff's |
Elementa 1, na p. 262. Figuur 79 betreft de bepaling van de af-

stand tussen onbereikbare punten.

Platen uit Wolff's Elementa over vloceistofmechanica (2 na p.508),

perspektief 3 na p. 134), militaire architektuur (4 na p.382)
en burgerlijke architektuur (4 na p.488).

Begin van Hoofdstuk 2 van het deel pyrotechniek uit Wolff's
Elementa 4 pp. 272-73; definities en de konstruktie van een bom

(inzet fig. 3 is overgenomen uit de bijbehorende plaat).

Bourbaki's Eldments (zie noot 9); titelpagina van het eerst ver-

schenen deel.

Tabel, inhoudsoverzicht van Bourbaki's Eléments.




